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Abstract
This report examines the concept of continuity and the intuitive understand-
ing behind it. The report is centered on two different representations of
continuity based on standard analysis and non-standard analysis. According
to some mathematicians the definition of continuity from non-standard anal-
ysis could be more intuitive, and thus the purpose of this project is to make
an analysis of the two different representations of continuity and by way of an
established definition of intuition in relation to mathematics, discuss whether
this view is correct and if so, which aspects of one method make it easier to
understand intuitively than the other. The report describes the theoretical
foundation for continuity for both standard and non-standard analysis, and
this is exemplified by comparing several proofs of continuity to each other. A
mathematical understanding of intuition is established by means of a critical
study of selected literature based on theory of science and didactic articles,
including Anna Sfards "the Dual Nature of Mathematical conceptions". The
conclusion of the report is that the non-standard analysis definition of con-
tinuity seemingly is both easier and more intuitive to understand, since it is
based on a more operational understanding than standard analysis. To really
appreciate this, however, it is necessary to have dealt with standard analysis
first. We have mostly just scratched the surface of non-standard analysis,
and it has been assumed that the theory is consistent, but in this study it
has not been proven. If this was to be proven, it would have to include a
great amount of theoretical work, which presumably will cause non-standard
analysis to become more complex and consequently less intuitive.
Resumé
I denne rapport undersøges begrebet kontinuitet og den intuitive forståelse
heraf. Rapporten tager udgangspunkt i to forskellige fremstillinger af kontinu-
itet baseret på henholdsvis standardanalyse og ikke-standardanalyse. Ifølge
nogle matematikere skulle ikke-standardanalyses fremstilling af kontinuitet
være mere intuitiv, og formålet med dette projekt er derfor, at lave en analyse
af de to forskellige fremstillinger af kontinuitet og ud fra en fastlagt defini-
tion af intuition i matematisk sammenhæng, diskutere om denne opfattelse
er korrekt og i så fald hvilke aspekter, der gør den ene metode lettere intuitivt
forståelig end den anden. I rapporten beskrives det teoretiske fundament for
de to analyseformers definition af kontinuitet, og dette eksemplificeres ved
at holde flere udførte beviser op imod hinanden. En matematisk forståelse af
intuition etableres ved hjælp af et kritisk litteraturstudie med udgangspunkt
i videnskabsteoretiske samt didaktiske artikler, heriblandt Anna Sfards ”the
Dual Nature of Mathematical Conceptions”. Konklusionen på rapporten er,
at ikke-standardanalyses definition på overfladen forekommer både lettere og
mere intuitiv at forstå, idet den er baseret på en mere operationel forståelse
end standardanalysen. For virkelig at værdsætte dette, er det dog nødvendigt
først at have beskæftiget sig med standardanalyse. Vi har i høj grad kun be-
væget os på overfladen af ikke-standardanalysen, og har gået ud fra at teorien
er konsistent, men ikke bevist det i denne rapport. Hvis dette skulle bevises
ville det omfatte et stort teoretisk arbejde, hvilket antageligt vil medvirke at
ikke-standardanalysen bliver mere kompleks og dertil mindre intuitiv.
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Kapitel 1
Indledning
I ordet kontinuitet ligger der en betydning af, at noget varer ved – at det fort-
sætter uden afbrydelser, og at der ikke foregår pludselige spring i udviklingen.
Kontinuitet er desuden et velkendt begreb inden for matematikkens verden,
hvor det dækker over en lang række af funktioner. Generelt set har vi alle en
form for intuitiv forståelse af, hvad kontinuitet, samt kontinuerte funktioner
er. Denne intuition er ofte baseret på en grafisk forståelse af en funktion, hvis
sammenhængende kurve kan tegnes i én streg, således populært sagt: "uden
at løfte blyanten fra papiret".
I vores projekt vil vi undersøge denne form for intuition vedrørende konti-
nuerte funktioner, samt se på to forskellige måder hvorpå, man kan fremstille
kontinuitet teoretisk. Kontinuitet kan defineres matematisk på flere forskel-
lige måder, hvoraf vi på universitet kun bliver præsenteret for epsilon-delta
metoden via den klassiske "standardanalyse", der er baseret på Karl Weier-
strass arbejde i midten af det nittende århundrede.
En anden måde at definere kontinuitet på, er ved at benytte sig af uende-
ligt små tal kaldet infinitesimaler i en udvidelse af den matematiske analyse,
som betegnes for "ikke-standardanalyse". Ikke-standardanalyse blev udvik-
let i ca. 1960 af Abraham Robinson, og er en videreudvikling af Leibniz’ og
Newtons arbejde med inifitesimaler fra slutningen af det syttende århundre-
de, og skulle gerne virke mere intuitivt samt lettere at arbejde med og forstå
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[8].
I forbindelse med vores sammenligning af de to analyseformer, vil vi være
nødt til at afgrænse indholdet af henholdsvis standard- og ikke-standardanalyse.
Grundlaget for den matematiske standardanalyse er de reelle tal og er én af
de forudsætninger, det er nødvendigt at kende til for at beherske standard-
analyse. De reelle tal er dog også en forudsætning for ikke-standardanalysen
og en beskrivelse af de reelle tal vil derfor indgå som et separat afsnit af
rapporten. For at benytte ikke-standardanalysens definition på kontinuitet,
vil det være nødvendigt først at have en forståelse for de hyperreelle tal. I
og med vi ikke anser dette, som værende en del af en matematikstuderendes
grundlæggende kundskaber, vil sværhedsgraden og intuitionen i forhold til at
forstå de hyperreelle tal være med i vores overvejelser, når vi skal diskutere
de to analyseformer.
I projektet vil vi ikke konstruere hverken de reelle- eller de hyperreelle
tal, men vælger i stedet at definere dem ud fra en række aksiomer. Vi vælger
ligeledes at begrænse os således, at vi går ud fra at de to analyseformer er
konsistente, men vælger ikke at bevise det. Dette gøres for at undgå et stort
teoretisk arbejde, som vil være excessivt både i forhold til rapportens niveau
og fylde.
Det vil desuden være interessant at se på, hvordan vi selv er blevet intro-
duceret for kontinuitet, gennem blandt andet gymnasiet og senere universi-
tetet, for derigennem bedre at forstå andres vanskeligheder, med at begribe
kontinuitetsbegrebet. I dette projekt er målet derfor, at lave en analyse af
de to forskellige måder at fremstille kontinuitet på, diskutere deres meritter,
og eventuelle ulemper, og ud fra en fastlagt definition på intuitionen i ma-
tematisk sammenhæng vurdere, om ikke-standardanalysen virkelig er mere
intuitiv, og hvilke aspekter der gør at det forholder sig sådan.
Projektet vil i form af dets teoretiske del kunne fungere som en intro-
duktion for studerende, der ønsker at beskæftige sig med kontinuitet, stan-
dardanalyse og ikke-standardanalyse. Derudover vil projektet også indeholde
en videnskabsteoretisk/filosofisk del, hvor der gives et indblik i intuitionsbe-
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grebet i matematisk sammenhæng, idet dette skal bruges til at klarlægge,
hvorvidt enkelte dele af de to forskellige metoder til at beskrive kontinuitet,
kan anses som værende mere eller mindre intuitive. Ved at klarlægge disse
elementer, vil projektet også være relevant i forhold til undervisere, der der-
ved kan have særligt fokus på disse områder i forbindelse med undervisning
af kontinuitet.
1.1 Problemformulering
Er ikke-standardanalysens definition på kontinuitet mere intuitiv
end standardanalysens definition?
Projektet vil ud fra en videnskabsteoretisk tilgangsvinkel sammenholde
de to analyseformers definition på kontinuitet og vurdere på hvilke aspekter
de adskiller sig fra hinanden. Derudover vil projektet kort berøre, hvorfor der
ikke undervises i større omfang i ikke-standardanalyse?
1.2 Semesterbinding
Semesterbindingen for tredje semester på Nat.Bach. omhandler de vidensk-
absteoretiske aspekter af naturvidenskabelige fag, og lyder således:
“Formålet med projektet er, at den studerende gennem arbejdet
med et repræsentativt eksempel får erfaring med videnskabsteo-
retisk analyse af naturvidenskab som historisk, kulturelt og sam-
fundsmæssigt fænomen.” (Uddrag af studieordningen).
I udarbejdelsen af projektet vil der blive taget en videnskabsteoretisk
indfaldsvinkel i forhold til det matematiske begreb kontinuitet, og der vil
blive arbejdet med hvordan dette begreb bedst kan begribes og eventuelt
indlæres. Projektet er igennem denne egenskab også et filosofisk projekt, hvor
vi med fokus på intuitivitetsbegrebet og den intuitive forståelse, vil udsætte
kontinuitet for videnskabsteoretisk analyse og refleksion.
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1.3 Metode
Projektet vil blive skrevet med udgangspunkt i et kritisk litteraturstudie af
naturvidenskabelige tekster/materialer. Til at starte med skal vi have klar-
lagt indholdet af de to forskellige fremstillinger af kontinuitet, og for at gø-
re dette vil det være nødvendigt først at beskrive reelle og hyperreelle tal,
samt beskrive definitionen af en funktion, da dette vil være essentielt for
vores videre analyse. Afsnittene omkring standard- og ikke-standardanalyse
skal forklare den teoretiske baggrund, og danne grundlag for at vi senere
kan sammenligne de to definitioner ud fra et intuitionsbegreb i matematisk
sammenhæng. Dernæst skal projektet indeholde et afsnit med udvalgte ek-
sempler, som kan bevirke til en bedre forståelse af kontinuitet og de indgreb
man skal gøre for at vise at en funktion er kontinuert. I dette afsnit vil vi
kunne holde de to metoder op imod hinanden, vurdere i hvilke aspekter ikke-
standardanalyse adskiller sig fra standardanalyse og se om den ene metodes
bevis virkelig er mere intuitiv eller lettere at udføre end den andens.
For at kunne benytte begrebet intuition til at sammenholde standard- og
ikke-standardanalyses fremstilling af kontinuitet er vi nødt til først at ha-
ve etableret et teoretisk fundament for hvad intuition er i forbindelse med
matematik. Dette gøres ved at analysere matematiske tænkeres holdninger,
og ud fra dette udarbejde en form for konsensus, samt beskrive hvad mate-
matisk intuition er for en størrelse. Intuition er i matematisk sammenhæng
ikke et videre veldefineret begreb, og der vil være mange mere eller mindre
stringente definitioner herpå. Vi vil derfor se os nødsaget til at udvælge det
begrebsapparat, som vi anser for værende bedst egnet til at analysere netop
vores case.
Til sidst vil der være en analyse af vores resultater baseret på en viden-
skabsteoretisk synsvinkel og en diskussion hvor de to metoder behandles og
gennemdiskuteres. Ud fra den teoretisk basis vi har etableret gennem rap-
porten, vil vi applicere det beskrevne intuitionsbegreb på de to fremstillinger
af kontinuitet og vurdere værdien af den intuitive forståelse i de enkelte til-
fælde. Dette gøres både ved at kigge direkte på definitionerne af kontinuitet
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og desuden sammenholde de tidligere beskrevne eksempler på hvordan dette
kan bevises for henholdsvis standard- og ikke-standardanalyse. Følgelig vil vi
også sammenligne den påkrævende forudgående viden det er nødvendigt at
besidde for at benytte de to definitioner. Afsnittet vil endvidere også komme
til at indeholde en udførlig diskussion af vores valg af litteratur, samt måden
hvorpå vi har valgt at opbygge projektet som et hovedsageligt epistemolo-
gisk studie, med udgangspunkt i hvordan man bedst kan opnå erkendelse og
komme til at forstå begrebet kontinuitet.
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Kapitel 2
Matematisk teori
2.1 De reelle tal
For at vi med rette kan begynde at analysere de to matematiske fremstillinger
af kontinuitet, er vi nødt til først at have etableret et fundament, som vi kan
arbejde ud fra. I standardanalysens tilfælde består dette fundament af en
indførsel i de reelle tal. De reelle tal kan indføres som en udvidelse af de
rationelle tal eller, som vi vil gøre i dette projekt, defineres ud fra et sæt af
aksiomer.
Vi har valgt at dele disse aksiomer op i tre grupper: De algebraiske ak-
siomer, ordensaksiomerne og fuldstændighedsaksiomet.
De følgende afsnit om de reelle tal er udformet med udgangspunkt i Wades
Introduction to Analysis [15] kapitel 1.
2.1.1 De algebraiske aksiomer
De algebraiske aksiomer er de aksiomer der per definition gælder for et kom-
mutativt legeme. Disse aksiomer gælder også for de rationelle tal. Aksiomerne
beskriver hvordan elementerne i de reelle tal opfører sig med hensyn til ope-
rationerne addition og multiplikation.
Disse aksiomer gør, at vi kan adskille de reelle tal R og de rationelle
tal Q fra de hele Z og naturlige tal N. For at skelne R fra Q skal vi bruge
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fuldstændighedsaksiomet der beskrives senere.
De 8 aksiomer er følgende [15]:
• De reelle tal er lukkede under addition og multiplikation dvs. hvis a og
b er reelle tal så er a+ b og a · b også reelle tal.
• Addition og multiplikation er associative dvs. (a+ b) + c = a+ (b+ c)
og (a · b) · c = a · (b · c).
• Addition og multiplikation er kommutative dvs. a+ b = b+a og a · b =
b · a.
• Multiplikation distribuerer over addition dvs. a · (b+ c) = a · b+ a · c.
• Der er et neutralelement, 0, for addition der opfylder 0+a = a+0 = a.
• Der er et neutralelement, 1, for multiplikation der opfylder 1·a = a·1 =
a.
• Ethvert element, a, har et additivt modsat element, −a, der opfylder
a+ (−a) = (−a) + a = 0
• Ethvert element, a 6= 0, har et multiplikativt modsat element, a−1, der
opfylder a · (a−1) = (a−1) · a = 1.
Det er det sidste aksiom der ikke gælder for Z og de sidste to aksiomer der
ikke gælder for N.
2.1.2 Ordensaksiomerne
Ordensaksiomerne tillader os at sammenholde de reelle tal i forhold til stør-
relse. Ordensaksiomerne gør sig også gældende for N, Z og Q. De 4 aksiomer
for ordensrelationen er [15]:
• Den er trichotomisk dvs. der gælder en og kun en af a < b, b < a eller
a = b
• Den er transitiv dvs. at hvis a < b og b < c så er a < c.
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• Den harmonerer med addition dvs. at hvis a < b så er a+ c < b+ c.
• Den harmonerer med multiplikation dvs. at hvis a < b og 0 < c så er
ac < bc og hvis a < b og c < 0 så er bc < ac.
En vigtig ulighed, som vi tit bruger når vi beviser ting i standardanalysen,
er trekantsuligheden, der siger at hvis a, b ∈ R så gælder der at |a + b| ≤
|a|+ |b|.
2.1.3 Fuldstændighedsaksiomet
Fuldstændighedsaksiomet er unikt for de reelle tal, og det kan vises, at hvis et
legeme, F , opfylder de ovenstående aksiomer samt fuldstændighedsaksiomet,
så er F isomorft med de reelle tal (dvs. der eksisterer en bijektiv afbildning
mellem R og F bevarer strukturen af operationerne + og ·). Fuldstændig-
hedsaksiomet siger [15]:
Hvis S er en ikke-tom delmængde af de reelle tal og S er opad
begrænset, så har S et mindste overtal (et supremum).
Fuldstændighedsaksiomet kaldes også for supremumsegenskaben. Fuldstæn-
dighedsaksiomet garanterer bl.a. at enhver reel opad begrænset voksende
talfølge har en grænseværdi.
I formuleringen af fuldstændighedsaksiomet indgår begreberne opad be-
grænset og mindste overtal. Disse begreber er meget centrale i formuleringen
af standardanalyse. At en delmængde S af R er opad begrænset betyder, at
der findes et tal M ∈ R således at for alle x ∈ S gælder der, at x < M .
Hvis M findes siger vi at M er et overtal for mængden S. Et mindste overtal
N ∈ R er så et overtal for mængden S, der opfylder, at N ≤ M for alle
overtal M . Det mindste overtal kaldes også for supremum af mængden og
noteres sup(S).
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2.2 Definitionen af en funktion
Da vi i analyse arbejder meget med funktioner er det vigtigt, at have et
veldefineret funktionsbegreb. I dette afsnit vil vi give en generel definition af
hvad en funktion er, og nævne nogle egenskaber som funktioner kan have,
som fx injektivitet.
Dette afsnit tager udgangspunkt i afsnittet om funktioner i Rosens Di-
screte Mathematics and Its Applications [13].
Betragt to ikke-tomme mængder A og B og lad f være en mængde af
ordnede par (a, b) hvor a ∈ A og b ∈ B. Så er f en funktion fra A til B hvis
der for ethvert x i A findes præcist et ordnet par (x, y) i f . I dette tilfælde
skriver vi f(x) = y og kalder y for x’s billede ved f . Ligeledes hvis f(x) = y
så kalder vi x for y’s urbillede. Et y ∈ B kan sagtens have flere urbilleder.
En funktion fra A til B noteres f : A → B. Vi kalder A for defini-
tionsmængden eller domænet og B for sekundærmængden eller codomænet.
Mængden af alle billeder kalder vi for billedmængden eller værdimængden,
noteret f(A). Billedmængden er givet ved:
f(A) = {f(x)|x ∈ A}
Der gælder altid at billedmængden er en delmængde af codomænet dvs.
f(A) ⊆ B.
Hvis f og g begge er funktioner fra en ikke-tom mængde A ind i en
delmængde af R så gælder der at f +g, f −g, f ·g og (hvis g(x) 6= 0 ∀x ∈ A)
f
g
alle er funktioner fra A ind i en delmængde af R.
Injektivitet, surjektivitet og bijektivitet
Fordi vores funktionsbegreb, som vi har defineret det ovenfor, er meget ge-
nerelt, kan det være nyttigt at inddele funktionerne i nogle kategorier ud
fra deres egenskaber. Tre vigtige egenskaber ved funktioner er injektivitet,
surjektivitet og bijektivitet. Disse tre egenskaber viser sig nyttige, når man
vil vise nogle mere generelle ting om funktioner og er afbilledet i figur 2.1.
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Figur 2.1: Injektivitet, surjektivitet og bijektivitet
Ovenstående figur viser hvordan surjektivitet, injektivitet og bijektivitet kan
tolkes grafisk på endelige mængder. Figuren taget fra [9].
En funktion fra A til B kaldes for injektiv hvis alle x ∈ A har et unikt
billede f(x) ∈ B dvs. f er injektiv hvis f(a1) = f(a2) ⇒ a1 = a2 for alle
a1, a2 ∈ A. Det vil altså sige at ethvert y ∈ B kun har et urbillede i A.
Injektive funktioner kaldes også for énentydige funktioner.
Et eksempel på en injektiv funktion er f : R+ ∪ {0} → R, f(x) = x2.
I dette tilfælde eksisterer der præcis et x i R+ ∪ {0} for ethvert y i billed-
mængden af f . Vi betegner normalt dette x med √y. Bemærk at hvis vi
ændrer definitionsmængden fra R+∪{0} til R, er f ikke længere injektiv, da
fx 22 = (−2)2 men 2 6= −2.
En funktion fra A til B kaldes for surjektiv, hvis codomænet er lig med
billedmængden dvs. at der for alle y ∈ B eksisterer mindst et x ∈ A således
at f(x) = y.
Vi kan igen bruge f(x) = x2 som et eksempel på en surjektiv funktion.
Denne gang lader vi bare f : R→ R+ ∪ {0}. Her eksisterer der for ethvert y
i R+∪{0}, et x i R således at f(x) = y. I dette tilfælde eksisterer der faktisk
to x’er for hvert y, nemlig ±√y. Igen kan vi ændre sekundærmængden fra
R+∪{0} til R, således at f ikke længere er surjektiv, da der fx ikke eksisterer
noget x sådan så at f(x) = −1.
Hvis en funktion er både injektiv og surjektiv kalder vi den for bijektiv. En
bijektiv funktion kaldes også en énentydig korrespondance. Hvis og kun hvis
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en funktion f fra A til B er bijektiv, så eksisterer der en omvendt funktion
f−1 fra B til A der opfylder at f−1(f(x)) = x og f(f−1(y)) = y.
Med vores erfaring ovenfor kan vi sige at f(x) = x2 er bijektiv hvis
både definitionsmængden og sekundærmængden er R+ ∪ {0} dvs. hvis f :
R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0}. Da f er bijektiv har den en omvendt funktion f−1 :
R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0} som vi kender som f−1(x) = √x.
I det ovenstående afsnit har vi indført funktionsbegrebet, som vi kommer
til at benytte det i denne rapport. Dette funktionsbegreb gør, at vi kan
betragte alle de sædvanlige funktioner samt stykvise funktioner og meget
mere.
2.3 Standardanalyse
Infinitesimalregning er en gren af matematikken, der beskæftiger sig med uen-
deligt små ændringer af funktioner, og for at kunne analysere disse ændringer,
har man måttet etablere det matematiske begreb "grænseværdi". I standar-
danalyseafsnittet har vi benyttet "Calculus: A complete course"skrevet af
Robert A. Adams og Christopher Essex [1]. Vi har benyttet denne calculus-
grundbog, da informationerne er omtrent de samme fra bog til bog.
I matematikundervisningen i gymnasiet lærer de studerende, at når den
uafhængige variabel x for en kontinuert funktion f(x) går mod x0, bevæger
f(x) sig ligeledes mod en værdi a ∈ R, som kaldes for funktionens grænse-
værdi, i det tilfælde at a eksisterer. Ligeledes lærer nogle, at hvis x ligger i
et interval omkring x0 så vil funktionsværdien f(x) også befinde sig tæt på
værdien a inden for et givet interval. Grænseværdien, når den findes, beskri-
ver hvordan en funktion opfører sig, når x går mod x0. Ovenstående intuitive
forståelse for grænseværdibegrebet holder dog ikke altid, og matematikerne
har derfor formuleret en mere stringent definition, der lyder som følger:
En reel funktion f(x) siges, at have grænseværdien a for x gående
mod x0 hvis a ∈ R findes, og der for alle ε > 0 findes et δ
således, at for alle x i definitionsmængden af f gælder der, at
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0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε.
Bemærk at i dette afsnit er alle variable (a, x og x0) reelle tal og vi betragter
kun reelle funktioner.
Når vi skal notere en grænseværdi gøres det typisk på følgende måde:
lim
x→x0
f(x) = a (2.1)
Funktionen behøver ikke at være defineret i x = x0 for, at vi kan finde
grænseværdien. I nogle tilfælde vil vi ved beregning af grænseværdier se, at
funktionen går mod en grænseværdi, men den fundne grænseværdi ikke er
den samme som funktionsværdien, eller at funktionen ikke er defineret i det
punkt hvori vi finder grænseværdien. En funktion er fx ikke defineret, når
der står 0 i nævneren af en brøk. Det kan også hænde at grænseværdien ikke
ligger i R, og at vi derfor er nødt til at udvide talsystemet.
For at finde en grænseværdi af en funktion, der ikke er defineret i x = x0,
kan vi i visse tilfælde omskrive funktionen vha. algebra til en funktion, der er
defineret når x sættes lig x0. Et eksempel på en funktion, der ikke er defineret
i x = x0, men som stadig har en grænseværdi er:
lim
x→3
x2 − 6x+ 9
x− 3 (2.2)
Vi kan tydeligt se, at når vi sætter x = 3, vil der stå 0 i nævneren. Hvis vi
faktoriserer tælleren får vi:
lim
x→3
(x− 3)(x− 3)
(x− 3) (2.3)
(x− 3) kan nu forkortes væk så vi til sidst har:
lim
x→3x− 3 = 0 (2.4)
Grænseværdien er derfor 0.
En grænseværdi findes ved at gå mod grænseværdien fra alle sider. I én
dimension kan vi f.eks. gå mod grænseværdien fra enten højre eller venstre
side. At gå mod grænseværdien fra venstre side er betegnet ved et hævet
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“minus-tegn” x0− og tilsvarende fra højre med et hævet “plus-tegn” x0+.
Grænseværdien er dermed defineret hvis nedenstående gælder:
lim
x→x0−
f(x) = lim
x→x0+
f(x) (2.5)
Hvis ovenstående ikke er gyldigt (dvs. hvis grænseværdien fra venstre side er
forskellig fra grænseværdien fra højre side), er grænseværdien af f(x) når x
går mod x0 ikke defineret.
2.3.1 ε-δ-definitionen
Vi har tidligere benyttet os af betegnelsen “vilkårligt tæt på” for ε-δ-definitionen,
men for at kunne arbejde med begrebet er vi nødt til at give en præcis defi-
nition. Ligeledes er vi nødt til at specificere hvornår en grænseværdi faktisk
eksisterer. Dette bliver uddybet i dette afsnit.
Den første udgave af ε-δ-definitionen blev formuleret af Bernard Bolzano
i 1817 [16], og er senere blevet omformuleret til dens moderne form af Karl
Weierstrass. Med tung logik siger definitionen, at f har grænseværdien a for
x gående mod x0, hvis a ∈ R findes:
∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ D(f) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε (2.6)
Definitionen siger, at for alle ε større end nul, eksisterer der et δ større end nul,
som opfylder at hvis x er i et symmetrisk interval med størrelse 2δ omkring
x0, så skal f(x) være i et symmetrisk interval med størrelse 2ε omkring a.
δ afhænger som regel af ε. ε-δ-definitionen kan pædagogisk fortolkes som et
spil, hvor fjenden kommer med et ε der bestemmer hvor tæt vi skal være
på grænseværdien, hvor vi som spillere så skal finde et interval omkring x0
der kan sikre, at vi altid er ε tæt på grænseværdien. Når vi ønsker at bruge
ε-δ-definitionen til at vise, at en funden grænseværdi er korrekt, vil vi derfor
typisk gøre det ved hjælp af følgende fremgangsmåde:
1. Lad ε > 0 være givet
2. Analyser den funktion, vi ønsker at vise har en given grænseværdi (ofte
vha. uligheder og algebra)
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3. udtryk δ som funktion af ε og/eller x0 således at definitionen er opfyldt
ε-δ-definitionen kan udvides til ensidede grænseværdier. Højresidede græn-
seværdier er defineret som:
lim
x→x+0
f(x) = a
m
∀ε > 0 ∃δ > 0 : x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)− a| < ε
Og venstresidede grænseværdier er defineret ved:
lim
x→x−0
f(x) = a
m
∀ε > 0 ∃δ > 0 : x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)− a| < ε
Vi kan se fra den højresidede ε-δ-definition, at x-værdierne er begrænset
mellem x0 og x0 + δ, og intervallet ligger kun på højresiden af x0. Samme
princip gælder, når vi kigger på den venstresidede ε-δ-definition. Vi kan se,
at x-værdierne er begrænset mellem x0 − δ og x0, og intervallet ligger til
venstre for x0.
En illustration af standardanalysens ε-δ-definition, kan ses på figur 2.2.
2.3.2 Kontinuitet
Nu hvor vi har introduceret -δ-definitionen af en grænseværdi, kan vi udvide
denne definition til en definition af kontinuitet.
Vi skriver, at f er en kontinuert funktion i x = x0, hvis funktionsværdien
af f(x) går mod f(x0) når x går mod x0.
lim
x→x0
f(x) = f(x0) (2.7)
For at en funktion kan være kontinuert i x0 skal den altså være defineret i
x0. ε-δ-definitionen for kontinuitet kommer derfor til at lyde:
∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ D(f) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε (2.8)
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Figur 2.2: Illustration af ε-δ-definitionen
Figuren illustrerer, hvordan ε-δ-definitionen bruges til at finde grænseværdien
for en funktion.
Det ses hvordan, at hvis x befinder sig i en δ-omegn omkring x0, så er det
garanteret, at f(x) befinder sig i en ε-omegn omkring grænseværdien a.
Hvis grænseværdien eksisterer kan vi, for alle ε, altid finde et δ der opfylder
definitionen.
Figuren er taget fra [6].
17
Hvis grænseværdien limx→x0 f(x) eksisterer, men f ikke er defineret i x0, kan
vi definere en kontinuert udvidelse af f :
g(x) =

f(x) x 6= x0
limx→x0 f(x) x = x0
(2.9)
g er så kontinuert i x0.
Hvis grænseværdien ikke eksisterer eller ikke er lig med f(x0), er funktio-
nen ikke kontinuert i x = x0.
Hvis en funktion er kontinuert i x = x0 for alle x0 i funktionens domæne,
siger vi at funktionen er kontinuert.
Hvis en funktion f er defineret på et lukket interval [a, b], siger vi at
funktionen er kontinuert i sine endepunkter hvis der gælder:
lim
x→a+
f(x) = f(a)
og
lim
x→b−
f(x) = f(b)
Indtil nu har vi beskæftiget os med at definere de reelle tal, derudover
har vi defineret funktionsbegrebet, og vi har kigget på standardanalysens
definition af grænseværdier og kontinuitet. Disse elementer vil komme til at
have en betydelig rolle, når vi senere hen skal sammenligne standard- og ikke-
standardanalyse og deres intuitive forståelse i matematisk sammenhæng. Dog
er dette også emner, som en matematisk universitetsstuderende typisk vil
komme til at beskæftige sig med uanset. Ikke-standardanalysen er derimod
en del af matematikken, som langt færre vil komme til at stifte bekendtskab
med, og vi vil derfor nu begive os til at beskrive ikke-standardanalysen de-
finition af kontinuitet, samt de hyperrelle tal der ligger til grund for denne
analyseform.
2.4 Ikke-standardanalyse
Indenfor ikke-standardanalyse arbejder vi med de hyperreelle tal, som er
en udvidelse af de reelle tal. Det er de hyperreelle tal, der tillader os at
18
arbejde med uendeligt små tal og det er primært den idé, der adskiller ikke-
standardanalyse fra standardanalyse. I dette afsnit indfører vi de hyperreelle
tal aksiomatisk, og viser hvordan de kan bruges til at bestemme grænsevær-
dier for reelle funktioner.
Senere i dette afsnit vil vi se på hvordan definitionen af kontinuitet, som
formuleret i standardanalysen, bliver simplificeret når vi formulerer den i
termer af ikke-standardanalysen.
2.4.1 De hyperreelle tal
Vi har i vores arbejde med de hyperreelle tal, valgt at indføre dem aksiomatisk
(ligesom vi har gjort med de reelle tal). De aksiomer vi beskriver i dette afsnit
er derfor i virkeligheden sætninger, som kan bevises.
De hyperreelle tal betegnet R∗ er en ordnet udvidelse af de reelle tal,
og der gælder derfor at ethvert reelt tal er hyperreelt. Ud over de reelle tal
består de hyperreelle tal af infinitesimaler og uendelige tal. En infinitesimal
er et tal ε, således at der for alle reelle tal a > 0 gælder, at 0 ≤ ε < a eller
−a < ε ≤ 0. Et af aksiomerne for de hyperreelle tal er, at der eksisterer et
sådant ε > 0 [7].
Med denne definition af infinitesimaler har vi faktisk én infinitesimal i de
reelle tal nemlig ε = 0, idet der gælder at 0 < a for alle a ∈ R, a > 0.
De hyperreelle tal giver os yderligere to aksiomer der gør, at vi kan arbejde
med de sædvanlige reelle funktioner sammen med de reelle tal og udvide dem
til også at gælde for de hyperreelle tal.
De fire aksiomer der gælder for de hyperreelle tal er [7]:
• De hyperreelle tal er en ordnet udvidelse af de reelle tal.
• De hyperreelle tal har mindst én positiv infinitesimal (dvs. der eksi-
sterer et tal som er mindre end alle positive reelle tal, men større end
0).
• Funktionsaksiomet: For enhver reel funktion, f , af n variable findes der
en hyperreel funktion, f ∗ af n variable, der kaldes for den naturlige
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udvidelse (eng: natural extension) af f . Operatorerne "+∗"og "·∗"er de
naturlige udvidelser af de reelle operatorer + og ·.
• Transferaksiomet: Alle formler der gælder for en eller flere reelle funk-
tioner, gælder for den naturlige udvidelse af den eller disse funktioner.
De naturlige udvidelser af relationerne til de hyperreelle tal opfylder de
samme ”grundlæggende egenskaber”, som relationerne på de reelle tal. En
grundlæggende egenskab er defineret som enhver sætning i førsteordenslogik-
ken. [7]
Disse aksiomer binder ikke-standardanalysen sammen, og giver det et
matematisk velfunderet grundlag. Det var Abraham Robinson, der i star-
ten af 60’erne viste, at transferaksiomet er en sand sætning. Hans arbejde
tager udgangspunkt i mængdelæren med Zermelo-Fraenkels aksiomer, samt
udvalgsaksiomet (ZFC) hvor han indfører de reelle tal og udvider dem til de
hyperreelle tal. [12]
Det er værd at bemærke, at vi kun behøver eksistensen af en enkelt po-
sitiv infinitesimal for at have et helt hav af dem. Fx har vi, at hvis ε er en
infinitesimal forskellig fra nul så er ε2, ε2 , 2ε og
√
ε alle infinitesimaler og der
gælder 0 < ε2 < ε2 < ε < 2ε <
√
ε. Ligeledes kan vi få negative infinitesimaler
ved, at gange vores hav af positive infinitesimaler med −1.
De hyperreelle tal kan deles op i tre klasser: Endeligt (eng: finite), posi-
tivt uendeligt (eng: positive infinite) eller negativt uendeligt (eng: negative
infinite). Et tal siges at være endeligt, hvis det ligger mellem to reelle tal.
Det er positivt uendeligt, hvis det er større end ethvert reelt tal og negativt
uendeligt, hvis det er mindre end ethvert reelt tal. [8] Infinitesimalerne er
med ovenstående definition endelige tal og yderligere er ethvert hyperreelt
tal, der er summen af et reelt tal og en infinitesimal, også et endeligt tal.
Et af de vigtigste begreber vi skal bruge fra de hyperreelle tal, er definitio-
nen af hvornår et tal er uendeligt tæt på et andet. Vi siger, at to hyperreelle
tal a og b er uendeligt tæt på hinanden (noteret a ≈ b) når differensen (a−b)
er infinitesimal. Det kan vises, at ≈ er en ækvivalensrelation idet der gælder
a ≈ a, a ≈ b⇒ b ≈ a og a ≈ b ∧ b ≈ c⇒ a ≈ c. [8]
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Begrebet om uendeligt tæt på gør at vi kan indføre "standarddelprin-
cippet"(eng: standard part principle). Standarddelprincippet er givet ved en
sætning, der siger, at ethvert endeligt hyperreelt tal er uendelig tæt på præ-
cist ét reelt tal. Vi definerer således standarddelen af et endeligt hyperreelt
tal, a, til at være det reelle tal, som er uendeligt tæt på a. Standarddelen af
et tal a noteres st(a). [8].
Vi kan med vores definition af standdarddelen og uendeligt tæt på, vise at
hvis a og b er to endelige hyperreelle tal så gælder der at st(a·b) = st(a)·st(b).
Hvis r = st(a) og s = st(b) så eksisterer der ε, δ ∈ R∗ således at a = r+ ε og
b = s+ δ. Bemærk så at:
a · b = (r + ε) · (s+ δ) = r · s+ r · δ + ε · s+ ε · δ ≈ r · s
Hvilket samlet giver os st(a · b) = r · s = st(a) · st(b).
Vi kan bruge begreberne om uendeligt tæt på og standarddelen af et tal,
til at definere grænseværdien af en funktion.
For a, x og x0 tilhørende de reelle tal siger vi, at en reel funktion f(x)
har grænseværdien a, som x nærmer sig x0, hvis der gælder, at når x ≈ x0
men x 6= x0, så er f ∗(x) ≈ a. Beskrevet med ord kan vi sige, at a er en
grænseværdi for funktionen f(x) når x nærmer sig x0, hvis der gælder at når
x er uendelig tæt på x0, er f(x) uendelig tæt på a. I symboler skriver vi:
lim
x→x0
f(x) = a (2.10)
Vi kan finde grænseværdien ved at lade x ≈ x0 og derefter udregne stan-
darddelen af f ∗(x). [8]
Ovenfor har vi indført de hyperreelle tal aksiomatisk, og fremhævet nog-
le vigtige egenskaber ved dem. De vigtigste egenskaber er ideen om infini-
tesimaler, der gør, at vi kan snakke om begrebet uendeligt tæt på, med et
matematisk velfunderet grundlag. Det er begrebet om uendeligt tæt på, vi
bruger til at simplificere definitionen af kontinuitet i næste afsnit.
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2.4.2 Kontinuitet i ikke-standardanalyse
For bedre at kunne sammenholde standardanalyse og ikke-standardanalyse,
kigger vi på standardanalysens definitionen af kontinuitet, og ser ved hjælp
af ikke-standardanalyse, hvordan denne definition kan simplificeres.
For at genopfriske, siger ε-δ-definitionen af kontinuitet, at en funktion er
kontinuert i x0 ∈ R hvis:
∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ D(f) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε (2.11)
Denne definition kan simplificeres ved hjælp af de hyperreelle tal og vores
begreb om uendeligt tæt på. Ikke-standardanalysens udgave af (2.11) lyder
som følger [12]
∀δ ∈ R∗ : δ ≈ 0⇒ f ∗(x0 + δ)− f ∗(x0) ≈ 0 (2.12)
Som vi vil se senere i denne rapport, så er denne definition meget anderledes
at arbejde med når vi skal vise, at en funktion er kontinuert. Grunden hertil
er, at man i modsætning til standardanalysens definition undgår at skulle
kigge på uligheder og absolutte værdier. Dette vil vi se i det følgende kapitel,
hvor vi vil kigge på beviser af flere forskellige kontinuerte funktioner samt
bevise nogle af de regneregler, der gælder for dem.
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Kapitel 3
Eksempler på forskellene
mellem standard- og
ikke-standardanalyse
I dette afsnit vil vi vise, at nogle relativt simple funktioner er kontinuerte
ved at benytte både standard- og ikke-standardanalysens definition af kon-
tinuitet. Vi vil også vise nogle simple regler for fx summen og produktet af
kontinuerte funktioner.
Som en forudsætning for dette vises her en sætning, som vi ofte vil gøre
brug af i ikke-standardanalysens beviser, nemlig at produktet af et endeligt
tal og en infinitesimal er en infinitesimal.
Lad δ ∈ R∗ være en infinitesimal og a ∈ R∗ være et endeligt tal. Vi ved
fra standarddelprincippet, at der eksisterer et b ∈ R således at b ≈ aδ. Der
gælder så at
b ≈ aδ ⇔ b
a
≈ δ ≈ 0⇒ b ≈ 0
Vi er her nødt til at antage a 6= 0. Da b ∈ R må vi nødvendigvis have b = 0
hvilket giver, os at aδ er en infinitesimal (de eneste tal der er uendeligt tæt
på 0 er infinitesimalerne). Hvis a = 0 så har vi aδ = 0δ = 0, hvilket er en
infinitesimal.
Vi er nu klar til at gå i gang med at arbejde med kontinuerte funktioner
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fra standardanalysens og ikke-standardanalysens synspunkt.
3.1 Den lineære funktion, f (x) = ax + b
Et af de simpleste eksempler man kan se på, er den lineære funktion, som gi-
ver os et ideelt udgangspunkt, og den præsenteres derfor først (den konstante
funktion er simplere, men er også praktisk talt triviel idet vi kan vælge δ som
vi har lyst).
3.1.1 Standardanalyse
For at bevise at den lineære funktion er kontinuert, benytter vi definitionen
af kontinuitet som givet i afsnit 2.3 om standardanalyse:
∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε (3.1)
Det viser sig, at hvis vi for a 6= 0 vælger δ = ε|a| så får vi:
|x− x0| < δ ⇒ |ax+ b− (ax0 + b)| = |a(x− x0)| = |a||x− x0| < |a|δ = ε
Vi har nu vist, at det for ethvert ε > 0 er muligt at finde et δ, der opfylder
|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε så derfor er f(x) = ax+ b kontinuert.
3.1.2 Ikke-standardanalyse
I ikke-standardanalysens tilfælde, er tingene lidt simplere på grund af den
forsimplede definition af kontinuitet:
∀δ ∈ R∗ : δ ≈ 0⇒ f ∗(x0 + δ)− f ∗(x0) ≈ 0 (3.2)
Lad δ ∈ R∗ være en infinitesimal forskellig fra 0 så gælder der:
a(x0 + δ) + b− (ax0 + b) = aδ ≈ 0
aδ ≈ 0 fordi en infinitesimal ganget med et endeligt tal giver en infinitesi-
mal. Ovenstående udregning viser efter ikke-standardanalysens definition, at
f(x) = ax+ b er kontinuert.
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3.2 Parablen, f (x) = x2
Et lidt mere indviklet eksempel på en kontinuert funktion er parablen f(x) =
x2, som vil blive analyseret i nedenstående afsnit. I denne omgang skal der
en del mere algebra til, for at vi kan vise at x2 er kontinuert med standard-
analysens definition.
3.2.1 Standardanalyse
Vi starter med at analysere den absolutte værdi, som vi gerne vil gøre mindre
end ε:
|f(x)− f(x0)| = |x2 − x20| = |x− x0||x+ x0|
Da vi kan gøre |x − x0| så lille som vi har lyst til, ved at ændre på δ, skal
vi forsøge at finde en øvre grænse for |x + x0|. Hvis vi, for x0 6= 0, vælger
δ ≤ |x0| så har vi:
|x−x0| < δ ≤ |x0| ⇒ −|x0| < x−x0 < |x0| ⇒ −|x0|+2x0 < x+x0 < |x0|+2x0
Hvis x0 > 0 så har vi |x0| = x0 og:
−3x0 < −x0 + 2x0 < x+ x0 < 3x0 ⇒ |x+ x0| < 3x0.
Hvis x0 < 0 så har vi |x0| = −x0 og:
3x0 < x+ x0 < x0 < −x0 < −3x0 ⇒ |x+ x0| < −3x0
Alt i alt har vi at |x+ x0| < 3|x0| for alle x0 6= 0.
Ud fra ovenstående kan vi altså se, at hvis vi vælger δ til at være den
mindste af |x0| og ε3|x0| så gælder der:
|x− x0| < δ ⇒ |x2 − x20| = |x− x0||x+ x0| < |x− x0| · 3|x0| < 3|x0|δ ≤ 
Altså er x2 kontinuert (for alle x ∈ R, x 6= 0). Hvis x0 = 0 så vælger vi
δ =
√
ε, så der gælder:
|x| = |x− 0| < δ ⇒ |x2 − 0| = |x|2 < δ2 = ε
x2 er altså også kontinuert i x0 = 0.
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3.2.2 Ikke-standardanalyse
Hvis vi kigger på ikke-standardanalysens bevis af samme sætning, kan beviset
gennemføres meget simplere. Lad δ ∈ R∗ være en infinitesimal forskellig fra
0 så gælder der:
(x0 + δ)2 − x20 = x20 + δ2 + 2x0δ − x20 = δ2 + 2x0δ ≈ 0
δ2+2x0δ ≈ 0 følger af, at summen af to infinitesimaler er en infinitesimal og
(som før) at produktet af en infinitesimal og et endeligt tal er en infinitesimal
(infinitesimaler er også endelige tal). Denne ene simple udregning viser med
ikke-standardanalysens definition, at x2 er kontinuert (for alle x ∈ R).
Ved at bruge ikke-standardanalysens definition af kontinuitet slipper vi
for, at skulle regne med ulighedstegn og absolutte værdier når vi skal vise at
x2 er kontinuert. Vi behøver heller ikke skelne mellem x0 = 0 og x0 6= 0.
3.3 Summen af to kontinuerte funktioner
Nu hvor vi har vist at nogle konkrete funktioner er kontinuerte, vil vi vise
nogle mere teoretiske resultater vedrørende kontinuerte funktioner. Vi vil
starte med, at kigge på summen af to kontinuerte funktioner, og vise at
denne sum også er en kontinuert funktion.
3.3.1 Standardanalyse
I standardanalysens tilfælde vil vi gøre brug af det trick der fra en pædagogisk
synsvinkel kaldes, “at fange vilde løver med tamme løver”. Det går simpelthen
ud på, at vi bruger de δ’er vi kender (de tamme løver), til at finde et nyt δ
(den vilde løve) der virker for f + g.
Hvis f og g er to kontinuerte funktioner, så ved vi, at der eksisterer et δ1
sådan at |x − x0| < δ1 ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε2 . Ligeledes for g har vi, at der
eksisterer et δ2, sådan så at |x− x0| < δ2 ⇒ |g(x)− g(x0)| < ε2 . Vi vælger så
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δ = min{δ1, δ2}. Det giver os:
|x− x0| < δ ⇒ |f(x) + g(x)− (f(x0) + g(x0))| = |f(x)− f(x0) + g(x)− g(x0)|
≤ |f(x)− f(x0)|+ |g(x)− g(x0)|
<
ε
2 +
ε
2 = ε
Den bløde ulighed følger af trekantsuligheden. Ovenstående viser, at hvis f
og g er kontinuerte, er summen ligeledes kontinuert.
3.3.2 Ikke-standardanalyse
I ikke-standardanalysens tilfælde bruger vi samme trick, vi behøver bare ikke
benytte os af ε’er og δ’er for at komme frem til vores resultat. Lad δ ∈ R∗
være en infinitesimal forskellig fra 0 så gælder der:
(f(x0+δ)+g(x0+δ))−(f(x0)+g(x0)) = f(x0+δ)−f(x0)+g(x0+δ)−g(x0) ≈ 0
Hvor f(x0 + δ) − f(x0) + g(x0 + δ) − g(x0) ≈ 0 følger af, at f og g er
kontinuerte samt, at summen af to infinitesimaler er en infinitesimal. Uden
brug af trekantsuligheden og uden at skulle finde nye δ’er kan vi altså vise, at
summen af to kontinuerte funktioner er kontinuert med ikke-standardanalyse.
3.4 Produktet af to kontinuerte funktioner
I forlængelse af ovenstående resultat, hvor vi så at summen af to kontinuerte
funktioner er en kontinuert funktion, vil vi nu vise at det samme gør sig
gældende for produktet af to funktioner.
Når vi skal vise, at produktet af to kontinuerte funktioner er kontinuert,
benytter vi os af det matematiske kneb, at lægge nul til. Her er vores nul
f(x)g(x0)−f(x)g(x0) i standardanalysens tilfælde og f(x0+δ)g(x0)−f(x0+
δ)g(x0) i ikke-standardanalysens tilfælde. De to beviser minder i dette tilfæl-
de meget om hinanden, men man kan stadig ikke komme uden om at skulle
finde et passende δ i standardanalysens tilfælde.
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3.4.1 Standardanalyse
Fordi f er kontinuert så eksisterer der et δ1, således at |x − x0| < δ1 ⇒
|f(x) − f(x0)| < ε2(1+|g(x0)|) . Ligeledes har vi for g at der eksisterer et δ2
sådan så at |x − x0| < δ2 ⇒ |g(x) − g(x0)| < ε2(1+|f(x0)|) . Yderligere skal vi
bruge, at der eksisterer et δ3 således at |x − x0| < δ3 ⇒ |f(x) − f(x0)| < 1.
Den sidste betingelse giver os at:
|f(x)| = |f(x)− f(x0) + f(x0)| ≤ |f(x)− f(x0)|+ |f(x0)| < 1 + |f(x0)|
Lad δ = min{δ1, δ2, δ3} så har vi:
|x− x0| < δ ⇒|f(x)g(x)− f(x0)g(x0)|
= |f(x)g(x)− f(x)g(x0) + f(x)g(x0)− f(x0)g(x0)|
= |f(x)(g(x)− g(x0)) + g(x0)(f(x)− f(x0))|
≤ |f(x)||g(x)− g(x0)|+ |g(x0)||f(x)− f(x0)|
< (1 + |f(x0)|) ε2(1 + |f(x0)|) + (1 + |g(x0)|)
ε
2(1 + |g(x0)|) =
ε
2 +
ε
2 = ε
Alt i alt har vi altså med ovenstående, at hvis f og g er kontinuerte så er fg
også kontinuert.
3.4.2 Ikke-standardanalyse
Ikke-standardanalysens bevis forløber lidt lettere, men vi skal stadig bruge
tricket med at lægge nul til. Lad δ ∈ R∗ være en infinitesimal forskellig fra 0
så gælder der:
f(x0 + δ)g(x0 + δ)− f(x0)g(x0)
= f(x0 + δ)g(x0 + δ)− f(x0 + δ)g(x0) + f(x0 + δ)g(x0)− f(x0)g(x0)
= f(x0 + δ)(g(x0 + δ)− g(x0)) + g(x0)(f(x0 + δ)− f(x0))
Fordi f er kontinuert har vi f(x0 + δ)− f(x0) ≈ 0 og da g er kontinuert har
vi g(x0 + δ)− g(x0) ≈ 0. Idet produktet af et endeligt tal og en infinitesimal
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er infinitesimalt, og at summen af to infinitesimaler er en infinitesimal, får vi
alt i alt:
f(x0 + δ)(g(x0 + δ)− g(x0)) + g(x0)(f(x0 + δ)− f(x0)) ≈ 0
Hvilket viser, at hvis f og g er kontinuerte, så er fg også kontinuert.
Igen har vi set, at ikke-standardanalysens beviser er kortere og at vi
slipper afsted med at lave mindre arbejde for det samme resultat, og vi skal
fx ikke definere δ’er når vi bruger ikke-standardanalyse.
Generelt har vi i dette kapitel sammenlignet forskellige beviser for kon-
tinuerte funktioner ud fra henholdsvis standard- og ikke-standardanalysens
definition på kontinuitet. I alle tilfælde så vi, at beviset kunne gennemfø-
res hurtigere ved hjælp af ikke-standardanalyse. Det skal dog pointeres at
blot fordi en metode kræver mindre arbejde, behøver den ikke nødvendig-
vis at være mere intuitiv og forståelig. For at tage dette i perspektiv, er vi
nødsaget til at komme med en definition på, hvad intuition er i matematisk
sammenhæng. Denne beskrivelse vil følge i næste kapitel.
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Kapitel 4
Intuitions teori
I dette afsnit redegøres der for, hvorledes intuition er defineret indenfor ma-
tematikkens verden, og hvilken rolle den tænkes at spille. Ud fra en række
kilder vil forståelsen af matematisk intuition blive indsnævret, og dette vil
sætte os i stand til at vurdere, hvorvidt der er en forskel i den intuitive for-
ståelighed af de to fremstillingsmetoder til at beskrive kontinuitet. Intuition
er ikke et veldefineret begreb indenfor hverken psykologien eller filosofien.
Dog er det muligt at skelne i mellem to grundopfattelser, af hvad begrebet
intuition dækker over. Den første opfattelse er, at intuitioner er a priori, dvs.
at de er komplet uafhængige af, hvad en person måtte have oplevet eller lært,
men opstår når man pludselig forstår, at noget er sandt (eller i hvert fald, at
man er overbevist om at noget er sandt). Denne opfattelse af intuition har
sit udspring i Immanuel Kants tekster, og er senere blevet til det man kalder
den klassiske intuitionisme. Relateret til matematiske problemer vil dette be-
tyde, at en studerende har præsenteret eller opstillet et problem på en sådan
måde, at de uden videre selv får en intuition om hvad svaret på denne opgave
er. Dette vil vi i denne rapport referere til som den primære intuition. Det
skal dog her nævnes, at Kants tanker danner baggrunden for en stor del af
arbejdet med intuition indenfor matematik, og dette vil blive præsenteret
nedenfor i afsnittet der beskæftiger sig med den primære intuition [5]. Den
anden gren indenfor filosofien opfatter intuitionen som en underbevidst pro-
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ces, der reelt fungerer på samme måde som vores almindelige ræsonnement.
Denne afhænger ydermere af vores egne oplevelser, og intuitionen kan derfor
godt påvirkes af kontakt med vores omgivelser, som f.eks. ved en videregåen-
de uddannelse. I denne rapport refereres der til denne form for intuition den
sekundære intuition. Nedenfor præsenteres de to former for intuition i flere
detaljer, og det forklares hvorledes vi kan bruge opfattelsen af den sekundære
intuition som en vej til at afgøre om standard- eller ikke-standardanalyses
fremstilling af kontinuitet er mest intuitiv. Dernæst præsenteres en måde at
anskue matematikken på, der læner sig tæt op ad den sekundære intuition,
nemlig Anna Sfards forståelse af matematik som bestående af en operationel
og en strukturel opfattelse af matematiske koncepter [14].
4.1 Primær og sekundær intuition
Når man snakker om intuition indenfor matematikken, er det nødvendigt
at præcisere hvilken type intuition man arbejder med. De to typer af intui-
tion, den primære og den sekundære, er to vidt forskellige begreber, og der
er vidt forskellige anvendelsesmuligheder for disse. Den primære intuition,
som forstået ud fra det klassiske intuitionistiske syn, er dissocieret fra enhver
form for undervisning eller uddannelse, og er således en viden vi besidder
fra naturens hånd. Denne form for intuition oplever vi kun indenfor mate-
matikken meget tidligt i vores uddannelsesforløb, og den rækker kun til og
med basal aritmetik samt basal talforståelse. Denne intuition er et primitivt
kognitivt redskab, og den er dermed fjernt fra de formelle løsningsskemaer
man benytter sig af i matematik senere hen i ens uddannelsesforløb. Den
primære intuition kan derfor kun benyttes til at løse helt simple problemer,
som addition og multiplikation.
Den sekundære intuition, som forstået igennem det mere moderne infe-
rentielle intuitionistiske syn, er i modsætning til den primære intuition, ikke
dissocieret fra vores uddannelse, og bliver heller ikke anset for at være en
speciel mekanisme, der ikke kan bruges til mere avanceret problemløsning.
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I stedet anses intuitionen for at være en anden type af ræsonnement, der
er direkte påvirket af vores interageren med omgivelserne. Dette vil sige, at
intuitionen ændrer sig, og kan forbedres i takt med, at vi gør os erfaringer in-
denfor problemløsning i matematikken. Hvor det klassisk intuitionistiske syn
anser aha-oplevelser som en enkelt oplysende indsigt i et problem, argumen-
teres der indenfor det inferentielle intuitionistiske syn for, at der i stedet er
tale om en række af hurtige følgeslutinger og probabilistiske afgørelser ud fra
tidligere erfaring om emnet. Intuitionen er dermed en underbevidst udførelse
af de samme processer, der foretages når man udfører et eksplicit matematisk
ræsonnement [2]. I det følgende vil vi fokusere på den sekundære intuition, og
hvorledes dette kan kædes sammen med forståelsen af kontinuitet igennem
både standard og ikke-standardanalyse.
Hvis vi accepterer, at den sekundære intuition ikke er noget, der er be-
stemt udelukkende fra naturens hånd, men som kan påvirkes af vores egne
oplevelser og uddannelse, er det svært at stå inde for en entydig definition
af hvad intuition er i forbindelse med matematik. Der er mange teorier der
giver et bud på, hvordan vi kan kortlægge vores erfaringer og intuitioner, og
på hvordan vi kan udnytte vores viden om den sekundære intuition til at
forbedre den måde der undervises i matematik på videregående uddannelser.
For at kunne benytte dette, i arbejdet med at kortlægge hvilken af standard-
eller ikke-standardanalyses tilgang til kontinuitet, der er mest intuitiv, har
vi valgt at opbygge et begrebsapparat for intuition i matematisk sammen-
hæng, der sætter os i stand til at beskrive vores observationer om tilgangen
til kontinuitet. I dette ligger der en naturlig udfordring, da de filosofiske og
didaktiske overvejelser som dette begrebsapparat skal bygge på, ikke kan væ-
re lige så stringente, som de krav vi stiller til matematikken. Dette vil der
blive vendt tilbage til i diskussionsafsnittet af rapporten.
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4.2 Operationel og strukturel forståelse
En konsekvens af, at vi accepterer idéen om den sekundære intuition, er at
man ikke vil kunne afgøre hvad der er universelt mest intuitivt af de to ma-
tematiske analyseformer, da det i høj grad kommer an på den baggrund man
har, når man går til emnet. Hvad der er mest intuitivt for en person uden no-
gen, eller med relativt begrænset, viden om matematik på universitetsniveau,
er ikke nødvendigvis det der er mest intuitivt for en matematikstuderende.
Selvom en studerendes individuelle forståelsesniveau har en indflydelse på,
hvorvidt de kan forstå komplicerede matematiske begreber, er det muligt at
forklare den bagvedliggende proces. Idéen om en dualitet indenfor matema-
tikken, såsom vores allerede præsenterede opdeling af primær og sekundær
intuition, er ikke unik. Man har i det 20. århundrede ofte forsøgt at opstille
en dikotomi, der på overbevisende vis kunne forklare, hvordan matematik
forstås, i søgen efter en forklaring på hvorfor matematik tilsyneladende er
sværere at lære end andre naturvidenskabelige discipliner, og hvordan man
kan løse denne problemstilling. De mange eksempler på sådanne dikotomi-
er inkluderer en forståelse af matematik som værende enten dialektisk eller
algoritmisk, hvilket matematikeren Peter Henrici foreslog, og en opdeling af
matematik som værende enten figurativ eller operativ, som fremstillet af psy-
kologen Jean Piaget [14]. Ifølge Anna Sfard har teorier som disse en værdi,
men hun opfatter opdelingen af matematik i to former, som værende for
skarp. Hun mener i stedet, at man må have to forskellige opfattelser af ma-
tematik, der ikke blot er gensidigt ekskluderende, men som komplementerer
hinanden. Hendes opfattelse af matematik minder om præsentationen af den
sekundære intuition, og her ser vi det som en mere detaljeret beskrivelse af
den samme proces. For Sfard er matematik opdelt i operationelle og struk-
turelle forestillinger.
Den operationelle forestilling er dynamisk, og ændrer sig ved nye opdagel-
ser eller ny indsigt, akkurat som den sekundære intuition. Indenfor den ope-
rationelle forestilling anskuer man alle matematiske koncepter som processer
eller som algoritmer. Den store forskel mellem Sfards opfattelse af matema-
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tik, og foregående tænkeres er, at hvor tidligere tænkere opfattede det som
om, der måtte være en dikotomi i hjertet af matematikken, opfatter Sfard
det snarere som en dualitet. Den operationelle opfattelse af matematikken ses
som værende forskellig fra den strukturelle, men ikke som en modsætning. I
stedet skal den operationelle forestilling af matematik ses, som essentiel for
vores evne til at nå frem til at anskue matematiske koncepter som abstrakte
objekter.
Den strukturelle opfattelse anser, i modsætning til den operationelle op-
fattelse, et begreb som værende en form for statisk struktur. Når man be-
sidder en strukturel opfattelse vil begrebet kunne associeres med et virkeligt
objekt, og det er muligt næsten øjeblikkeligt at danne sig et mentalt billede
og herudfra være i stand til at arbejde med begrebet. Begrebet har sin egen
unikke identitet og kan opfattes alene, og ikke blot som værende en del af en
række processer [14].
Det er svært at præcisere den operationelle og den strukturelle forståelse
fuldstændig, da begge er abstrakte begreber, og der ofte vil være en form for
overlap mellem de to. Som et eksempel på forskellen mellem de to former
for forståelse, kan nævnes udviklingen af vores talforståelse. Sfard ser denne
udvikling som en række af cycliske processer, der gentages indtil vores for-
ståelse af tal er færdigudviklet (i det omfang denne udvikling er færdig). Til
at begynde med fandtes kun de naturlige tal, som kunne benyttes til at tæl-
le, og lave ganske basal aritmetik. Dette er det prækonceptuelle stadie (eng.
preconceptual stage). Forståelsen af tal blev forbedret konstant, indtil man
begyndte at arbejde med negative tal, der brød med hvordan man indtil da
havde opfattet tal. Dette kom ud af den sædvanlige operationelle tilgang til
tallene, indtil man benyttede sig af så komplicerede processer, at man skulle
bruge en ny form for tal. Sluttelig accepterede man, disse tal som værende
abstrakte matematiske objekter, og opnåede hermed strukturel forståelse.
Dette illustrerer hvorledes de to opfattelser af matematik hænger sammen,
i Sfards optik. Den operationelle opfattelse er nødvendig for den strukturelle
opfattelse, hvor man er i stand til at se matematiske koncepter som objekter.
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Sfard relaterer denne opfattelse af matematik generelt, til hvordan man lærer
og forstår matematik. Hun ser indlæringen af matematik som en korrelerende
proces, hvor man altid søger, at tingsliggøre matematiske objekter. Dette
svarer til at man opnår en intuition om noget. Man gennemgår en proces,
som i nogen tilfælde kan tage utroligt lang tid, hvor man arbejder med en
problemstilling, og søger at kunne forstå eller ovenikøbet visualisere abstrakte
matematiske begreber. Og først når man opnår det endelige gennembrud i
forståelsen, kan man sige at man har tingsliggjort det matematiske koncept
[14].
For at opsummere de vigtige pointer fra dette afsnit om intuition og
matematisk indlæring, kan vi således fokusere på to måder at opfatte ma-
tematiske koncepter på, nemlig den operationelle opfattelse, som ser både
indlæringen af matematik, og matematiske koncepter som processer, samt
den strukturelle, som er den opfattelse man når frem til som en kulmination
af den operationelle proces. I analysen vil vi relatere disse to opfattelser til
kontinuitet, og vise, at ikke-standardanalysen kan ses som mere operationel,
og derfor mere intuitiv.
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Kapitel 5
Metodediskussion og Analyse
I denne rapport har vi dokumenteret hvorledes henholdsvis standard- og ikke-
standardanalyse er opbygget, og det grundlag de bygger på. Derudover har vi
sammensat et begrebsapparat, der sætter os i stand til at lave observationer
omkring hvordan vi opnår matematisk viden. I dette afsnit vil vi benytte
den opnåede viden til at diskutere meritterne af henholdsvis standard og
ikke-standardanalyse, og i sidste ende præsentere en konklusion som både
giver svaret på hvilken af de to metoder der er mest intuitiv, set i forhold til
den måde vi har specificeret intuition, men også viser hvorfor det forholder
sig som det gør. I det følgende diskuteres først valget af den litteratur, der
danner baggrund for den videnskabsteoretiske del af rapporten, samt vores
arbejdsproces, og hvad vi eventuelt kunne have ændret i processen.
5.1 Arbejdsprocessen og litteratur
I arbejdsprocessen med fremstillingen af denne rapport, har vi måttet træffe
en del valg om hvordan rapporten skulle opbygges, og specifikt hvilken ind-
gangsvinkel der skulle arbejdes med, for bedst at kunne klargøre hvilken af de
to fremstillinger af kontinuitet, der er mest intuitiv. Det var tidligt i proces-
sen tydeligt, at der ikke foreligger en konsensus om præcis hvad intuition er,
og dette gør sig endda i endnu højere grad gældende indenfor matematikkens
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verden. Derfor har det ligget os relativt frit for at vælge litteratur, der for os
giver mening, og sætter os i stand til at arbejde med emnet.
Der er, som det er nævnt i rapporten, rigtig mange forskellige forsøg på
at skabe en definition af hvad intuition er. Et fællestræk for disse tekster er
dog, at der typisk er en todelt forståelse af hvordan vi opfatter og forstår
matematik. Dette så man blandt andet i teorien bag den primære og sekun-
dære intuition. Det er vigtigt at forstå, at man ikke kan have en sådan deling
af epistemologien bag et fag, der ligger op til en skarp opdeling, uden videre
at forklare hvordan de to opfattelser hænger sammen. Det har ikke været
muligt at læse alle tekster indenfor matematisk intuition, men i det relativt
brede udsnit af tekster, der blev læst førend denne rapport blev skrevet, var
der en generel tendens til at operere med netop en sådan deling (eksempler
på tekster vi har læst er [3], [11], [10], [4]). Dette gjorde Anna Sfards artikel
om matematikkens dualitet ganske oplagt for os at arbejde med, idet den, i
det omfang det er muligt indenfor et så diffust felt, klart gør rede for hvordan
de to opfattelser af matematikken hænger sammen.
Der er adskillige andre tekster der på en konstruktiv måde forsøger at
vise hvorfor nogle områder indenfor matematikken er sværere end andre,
blandt andet ved at fokusere på studerendes evne til at visualisere abstrakte
objekter eller processer [14]. Det er meget muligt at vi kunne drage nytte
af mange af disse mere eller mindre specifikke opfattelser af hvordan man
forstår matematik, men i sidste ende var det vigtigst at have en relativt
veldefineret opfattelse af hvad matematisk forståelse består af, som den Sfard
præsenterede i sin artikel.
Ligesom der var en stor frihed i valget af litteratur til denne rapport, var
det også et åbent spørgsmål hvordan selve arbejdsprocessen skulle forløbe.
Omend vi har fundet frem til en brugbar fortolkning af hvilken rolle intuition
spiller indenfor matematikken, er der ingen tvivl om, at der er en individuel
forskel på hvordan man bedst forstår matematiske begreber og koncepter, og
dermed hvad man finder mest intuitivt. Da vi i løbet af processen selv udvi-
dede vores viden om kontinuitet, standardanalyse og ikke-standardanalyse,
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var det naturligt at foretage observationer baseret på egne oplevelser. Disse
skal ikke opfattes som en primær motivation for konklusionen, men støtter
snarere de konklusioner vi træffer ud fra vores teoretiske arbejde. Selv med
et velfunderet videnskabsteoretisk udgangspunkt er det svært at kvantificere
hvor intuitiv en analysemetode er. I sidste ende er vores konklusion baseret
på vores videnskabsteoretiske arbejde, samt vores egne erfaringer i arbejdet
med at opnå en bedre forståelse af kontinuitet.
Der er mange andre måder man kunne have grebet projektet an på.
Blandt andet kunne man have benyttet sig af objektive forsøgspersoner,
og opstillet en undersøgelse, hvor man underviste dem i standard og ikke-
standardanalyse, og forsøgte at lave et spørgeskema der kunne belyse deres
oplevelser af hvad der var mest intuitivt. Dette ville have været et interessant
og berigende projekt, men til dels ligger det udenfor rammen af hvad man
ville kunne nå i det givne tidsrum, og til dels ville det blot gøre kvantifi-
ceringsproblemet mere udtalt end det allerede er, idet man skulle finde en
ikke-arbitrær måde at give os information om deres oplevelser.
En anden tilgangsmåde ville være at skabe et grundudgangspunkt for
den viden man ville kunne regne med at en førsteårs matematikstuderende
besidder, og opgøre hvor meget viden, man ville skulle tilegne sig førend, man
er i stand til at beherske de to analyseformer. Vi har i nogen grad valgt at se
på hvilke forudsætninger der er påkrævet for at kunne lære analyseformerne,
men vi har ikke fundet frem til en brugbar metode til at kvantificere det
tilfredsstillende, og det bliver derfor præsenteret som en del af en kvalitativ
diskussion af analyseformerne.
Opsummeringen af dette er, at for at vi har kunne gøre brugbare obser-
vationer, og i sidste ende konklusioner om kontinuitet, har vi måttet holde
os til en, for matematikken, relativt kvalitativ fremgangsmåde. Nedenfor vil
vores videnskabsteoretiske begrebsapparat blive benyttet i behandlingen af
hver af de to analyseformer, for at belyse hvilken der er mest intuitiv. Dog
er det her vigtigt at pointere at, da ikke-standardanalysen først og fremmest
er et forsøg på at formalisere en opfattelse af matematikken, der i forvej-
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en blev set som værende mere intuitiv [8], er det ikke fyldestgørende blot at
konstatere, at den ene analysemetode er mere intuitiv end den anden, af hvil-
ken grund vi i nedenstående afsnit vil benytte os af det videnskabsteoretiske
begrebsapparat til at argumentere for, hvorfor det forholder sig sådan.
5.2 Anna Sfards perspektiv på de to analyse-
former
Der er en del faktorer, der er fælles for både standard og ikke-standardanalyse.
For at kunne lære dem, kræver det en vis viden af den studerende. Dette gæl-
der aritmetik, samt mere komplicerede regneregler, samt en generel forståelse
af de forskellige talmængder, og i særdeleshed de reelle tal. Det vi her vil fo-
kusere på er forskellene mellem dem, og forskellene på de krav, der stilles
til den studerende for at forstå dem. Hvis vi vender tilbage til definitionerne
af de to analysemetoder, kan vi se at der her er en vis forskel i den formel-
le opstilling af dem. Standardanalysens definition af en kontinuert funktion,
som den er præsenteret i (2.8), indeholder to forskellige kvantorer (tre i alt),
indeholder uligheder, samt numeriske værdier. Ikke-standardanalysens defi-
nition af en kontinuert funktion, som den er præsenteret i (2.12), indeholder
derimod kun én kvantor, indeholder kun symboler som man har regnet med
før, og ingen numeriske værdier. Fælles for dem begge er, at der optræder
symbolik, som en studerende ikke nødvendigvis er bekendt med, men det er
dog langt mere udtalt ved standardanalysen. Dog kræves der for at kunne
forstå ikke-standardanalysens definition, også en viden om hyperreelle tal,
og en forståelse af hvad infinitesimaler er, hvilket man heller ikke har stiftet
bekendtskab med som førsteårsstuderende på matematikfaget. Uden denne
forudsætning og en strukturel forståelse for hvordan hyperreelle funktioner
fungerer, vil man ikke kunne komme langt inden for ikke-standardanalysen.
Når de hyperreelle tal defineres ud fra aksiomer, som de gør i denne rapport,
er det dog ikke noget som er videre besværligt at lære. Generelt ser vi også,
at der kræves flere forudsætninger for at arbejde med standardanalyse end
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ikke-standardanalyse.
En af hovedpointerne i Anna Sfards artikel er, at den operationelle for-
ståelse må gå forud for den strukturelle forståelse, og at det derfor generelt
vil være tilfældet, at koncepter hvor man arbejder mere dynamisk eller ope-
rationelt, vil være mere intuitive end i tilfælde hvor abstrakte objekter skal
indføres mere brat. For at drage nytte af denne antagelse, er det nødvendigt
at diskutere hvordan man begynder en analyse af en funktion i standard- og
ikke-standardanalyse. Indenfor standardanalysen ønsker man at vise, at en
funktion har en given grænseværdi, og man opererer med et ε, og derfra skal
man foretage visse algebraiske operationer, og arbejde med uligheder. Slut-
teligt skal man selv finde på et δ, der giver mening for den givne funktion.
Der er dermed ikke en naturlig, logisk række af operationer der fører frem til
et resultat. Snarere skal man, på baggrund af sin viden om emnet, komme
med et gæt på et δ, der sørger for at vi er ε tæt på grænseværdien. Her er
der tale om et strukturelt koncept, hvor man ikke finder frem til svaret vha.
udregninger, men kommer med svaret som et færdigt, abstrakt objekt. For
at nærme sig et gæt på δ, vil vi dog ofte analysere den funktion det skal vises
er kontinuert, og herigennem kommer det operationelle aspekt i spil. Det er
dog vigtigt at forstå, at man uden en strukturel forståelse for definitionen af
kontinuitet, ikke kan komme frem til løsningen.
Et eksempel herpå ses i kapitel 3.2.1 (side 25) hvor vi beviser at funktionen
f(x) = x2 er kontinuert. I den analytiske del af beviset er vi nødsaget til lave
et kvalificeret gæt og begrænse δ således at δ ≤ |x0|. Dette viser sig at være
ganske anvendeligt, da vi nu kan komme frem til, at for alle x0 6= 0 kan der
vælges den mindste af |x0| og 3|x0| , således at standardanalysens definitionen
af kontinuitet er opfyldt. For at dække os fuldstændig ind er vi endvidere også
nødsaget til at bevise, at funktionen er kontinuert i x0 = 0 i dette tilfælde
ved at vælge δ =
√
ε. Vi ser, at for at kunne gennemføre dette bevis, skal
vi først have idéen om at begrænse δ hvorefter vi skal finde ideel værdi til
at gøre netop dette. For at kunne lave et sådant kvalificeret gæt, ligger den
operationelle analyse snarere i ens forudgående viden end i selve beviset.
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Indenfor ikke-standardanalysen er det, som nævnt, vigtigt at have for-
håndsviden om hyperrelle tal. Dog arbejder man, når man først besidder
denne viden, langt mere operationelt indenfor ikke-standardanalyse end stan-
dardanalyse. Uden de store antagelser, kan benytte sig af relativt simpel arit-
metik til at vise at funktionen er kontinuert, og man er ikke er nødsaget til
at foretage sig nogle gæt, på samme måde som vi gør det i standardanalyse.
Igen kan vi med udgangspunkt i funktionen f(x) = x2 se den store forskel
på de to analysemetoder. I ikke-standardanalysen kan hele beviset gennem-
føres i blot en linje med nogle simple udregninger. Beviser kræver at man
har styr på definitionen af infinitesimaler og f.eks. ved at summen og/eller
produktet af to infinitesimaler er en infinitesimal. Hele den operationelle fase
ligger i selve beviset, og ved at bruge ikke-standardanalysens definition und-
går vi at skulle benytte absolutte værdier og ulighedstegn. Desuden kan hele
beviset gennemføres i et træk, og man behøver ikke skelne mellem x0 = 0 og
x0 6= 0.
Den samme tendens ser vi, idet vi skal bevise at summen af to funktioner
er kontinuert i kapitel 3.3 (side 26). I standardanalysen skal vi benytte tri-
cket vedrørende “at fange vilde løver med tamme løver”, vi skal beskæftige
os med to værdier for δ samt benytte os at trekantsuligheden, som er en
klassisk strukturel sætning, når man beskæftiger sig med uligheder inden for
matematikken. Det samme bevis forløber nogenlunde på samme måde inden
for ikke-standardanalysen, men ved at udnytte, at summen af to infinitesi-
maler også er en infinitesimal, føres beviset igennem på blot en enkelt linje.
Dermed undgår vi at skulle finde nye δ’er og vi behøver heller ikke at tage
trekantsuligheden i brug.
I begge tilfælde arbejder vi operationelt, men standardanalysen kræver et
højere niveau af strukturel forståelse for at få de "gode ideer", som skal føre
os igennem beviset. Dermed er det altså klart at ikke-standardanalysen læner
sig mere op ad den operationelle tilgang til matematik, end standardanalysen
gør. Med udgangspunkt i ovenstående diskussion af de to analyseformer, kan
vi altså allerede nu se, at ikke-standardanalysen er mere intuitiv, ud fra de
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accepterede videnskabsteoretiske antagelser foretaget af os og af Anna Sfard.
Disse fund var langt fra nogen overraskelse, idet vi allerede fra begyndel-
sen af processen, havde en idé om at ikke-standardanalysen ville være mere
intuitiv end standardanalysen, da den jo trods alt blev udarbejdet til netop
det formål. Dette rejser dog en del interessante spørgsmål til, hvorfor vi sta-
dig underviser næsten udelukkende i standardanalyse, hvis det åbenlyst er
mere intuitivt at lære ikke-standardanalyse. Dette vil der blive fokuseret på
i nedenstående afsnit.
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Kapitel 6
Diskussion af
ikke-standardanalyses
udbredelse
Der er mange faktorer der har indflydelse på hvorvidt en teori, eller en me-
tode vinder indpas og bliver accepteret af majoriteten af udøverne af en gren
indenfor videnskaberne. Men når en metode som ikke-standardanalyse end-
nu ikke er blevet accepteret, efter at have eksisteret så længe som den har,
i en anvendelig form, tyder det på, at der er problemer med den pågælden-
de metode, der gør, at man ikke ønsker at anvende den. De barrierer der
er, for at ikke-standardanalyse skal blive den mest dominerende analyseform
indenfor kontinuitet er følgende: For det første kan man kun se værdien af
ikke-standardanalyse, hvis man først har lært standardanalyse, og er i stand
til at sammenligne de to. Dette kræver at man lærer en helt ny analyseform,
som i bund og grund skal kunne det samme, som en analyseform man alle-
rede har brugt tid og ressourcer på at lære (pers. comm. Mogens Niss). For
det andet, har det vist sig, at i de tilfælde hvor folk er begyndt at undervise
i ikke-standardanalyse, har man fundet mange forskellige modeller, og der
er, på trods af at så få underviser i ikke-standardanalyse ikke nogen enighed
om hvilke der fungerer bedst (pers. comm. Mogens Niss). For det tredje, er
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det meste af vores matematiske viden baseret på standardanalyse, og man
ville derfor skulle udføre et kæmpe stykke arbejde for at kunne godtgøre
samme viden indenfor ikke-standardanalyse som man allerede nu har etable-
ret indenfor standardanalysen (pers. comm. Mogens Niss). Slutteligt er der
sået tvivl om hvorvidt ikke-standardanalyse vitterligt er mere intuitivt end
standardanalyse, når man skal arbejde mere med det, end blot at bruge det
til relativt basal kontinuitetsanalyse. Disse problemstillinger udfoldes i de
følgende afsnit.
Førend videnskabsfolk er villige til at tage en ny teori til sig, skal den
efterprøves, og det skal bevises at den er konsistent. Historisk set, har ikke-
standardanalyse lidt under, at man havde svært ved at finde en stabil teori
der klargjorde hvornår infinitesimalerne kunne anses som værende nul, og
hvornår man ikke kunne, da dette ændrede sig fra regnestykke til regnestykke.
Det var først ved Robinson i 1960’erne (omend Detlef Laugwitz formulerede
det i slutningen af 1950’erne, og desværre ikke har modtaget nok anerkendelse
for sit arbejde), at man fandt frem til en måde at regne med infinitesima-
lerne, der sikrede at man kunne opnå konsistente resultater. I mellemtiden
har standardanalyse kunnet benyttes til at opnå anvendelige resultater, og
man har ikke måttet slås med en inkonsistent metode. Det faktum, at det
har taget så lang tid at få ikke-standardanalyse til at være anvendelig og
konsistent, tyder på at der er dele af teorien, der ikke er så intuitiv, som det
umiddelbart virker til. Det viser sig, at ikke-standardanalysen er konsistent,
men at det er meget vanskeligt at forstå hvorfor teorien er konsistent, uden
at lave et stort teoretisk arbejde. Hvis man skal udføre et stort teoretisk ar-
bejde, og at der altså dermed ender med at være flere forudsætninger for at
lære ikke-standardanalyse end standardanalyse, er gevinsten ved et eventuelt
skift ikke længere så attraktivt for studerende eller undervisere. I sidste ende
er der også altid en risiko at benytte sig af en ny metode, uden at kende
til konsekvenserne for ens videre arbejde med matematik i senere studier og
forskning.
Vi kan se, at der er ganske mange grunde til at ikke-standardanalysen
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endnu ikke er blevet mere udbredt end den er på nuværende tidspunkt. Man
må derfor i matematiske kredse være nødt til at gøre op med sig selv, hvor-
vidt et skift til ikke-standardanalysen vil være besværet værd. Der er klare
forståelsesmæssige og intuitive fordele, men også et arbejde som blandt andet
består i at sætte sig ind i basale ting som hyperrelle tal og infinitesimaler,
forstå hvorfor teorien er konsistent (hvilket dog er bevist) samt vælge den
version af ikke-standardanalysen der fungerer bedst.
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Kapitel 7
Konklusion
Målet med denne rapport var, at sammenligne og analysere standard- og
ikke-standardanalyses fremstilling af kontinuitet, og ud fra et fastlagt intu-
itionsbegreb i matematisk sammenhæng vurdere om ikke-standardanalysen
virkelig er mere intuitiv. Ved at sammenholde de to analyseformers defini-
tion på kontinuitet så vi blandt andet, at ikke-standardanalysens definition
kræver langt færre forudsætninger, end der kræves ved brug af standardana-
lysens definition. En forudsætning for ikke-standardanalysen er, at man har
en generel forståelse for de hyperreelle tal, som er en udvidelse af de reelle
tal, samt en viden omkring infinitesimaler. Dette er ikke nødvendigt inden
for standardanalysen, men til gengæld kræves det, at udøveren behersker
evnen til både at regne med uligheder og numeriske værdier. Derudover in-
deholder standardanalysens definition af kontinuitet hele tre kvantorer hvor
ikke-standardanalysens definition kun indeholder en, hvilket også tæller i
ikke-standardanalysens favør, i forhold til at være mindre kompliceret at for-
stå.
En essentiel pointe fra Anna Sfards artikel, er at en operationel forståelse
af nyt materiale, generelt vil gå forud for den strukturelle forståelse, og at
temaer hvor man kan arbejde efter en operationel tilgang, derfor vil virke
mere intuitive. Ved at sammenligne eksempler på beviser af kontinuitet for
de to analyseformer så vi, at man ved ikke-standardanalysen netop arbejde-
46
de mere operationelt, hvorfor denne metode fremkommer mere intuitiv. Det
kan undre en at ikke-standardanalysen på trods af dens mere intuitive ar-
bejdsmetode, ikke har fået større betydning i den matematiske verden. Hertil
skal det dog indvendes, at for virkelig at forstå alle ikke-standardanalysens
meritter, er man nødt til at se den i lyset af standardanalysen, hvorfor man
vil være nødt til at lære to analyseformer, som på nuværende tidspunkt kan
stort set de samme ting. Derudover findes der flere forskellige versioner af
ikke-standardanalyse, og der har historisk set ikke været enighed om hvilken
der fungerer bedst.
Vi har i dette projekt benyttet de to analyseformer til at behandle et
relativt smalt emne, og har dermed ikke kunne udfolde standard- og ikke-
standardanalysens fulde potentiale. For at gøre dette vil det være nødvendigt
at bevise, at ikke-standardanalyse er konsistent, hvilket vi har gået ud fra
i denne rapport, men ikke bevist. For at udføre dette bevis vil et stort teo-
retisk arbejde være påkrævet, og hvis dette arbejde skulle udføres, vil ikke-
standardanalysen utvivlsomt blive mere kompleks og nogle af meritterne ved
et eventuelt skift fra standardanalyse til ikke-standardanalyse vil derfor gå
tabt. Alt i alt kan vi konkludere at ikke-standardanalysen ud fra vores giv-
ne teoretiske fundament, er mere operationel og dermed mere intuitivt end
standardanalysen.
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Kapitel 8
Perspektivering
I vores arbejde med kontinuitet, og standard- og ikke-standardanalyse, har vi
måttet træffe mange valg omkring hvilken tilgangsvinkel der har været bedst,
samt hvilke teorier vi har villet benytte os af. I sidste ende fandt vi at Anna
Sfards teori om den operationelle og strukturelle dualitet indenfor matema-
tikken fungerede bedst i forhold til den opfattelse vi havde af kontinuitet,
baseret på egne erfaringer og læsningen af adskillige videnskabsteoretiske
tekster relateret til intuition indenfor matematikken samt matematiske tek-
ster om kontinuitet. Det er dog, fordi vi har måttet træffe så mange valg,
også klart, at vi har valgt flere muligheder fra. Standardanalyse er et fun-
dament for meget af den matematik man lærer på matematikstudiet, og det
er derfor naturligvis vigtigt at undersøge, i så høj grad som man overhove-
det kan, hvordan, og om man kan forbedre den måde vi underviser på. Som
vi nævnte tidligere i opgaven, har vi haft mange overvejelser om, hvorvidt
vores metode var den rigtige. Blandt andet kunne man have forsøgt at lave
et projekt der i højere grad kunne bidrage med kvantificerbare resultater.
Dette kunne blandt andet ske ved hjælp af forsøgspersoner der skulle lære de
to forskellige analyseformer, og udarbejde spørgeskemaer ud fra hvilke man
kunne tildele analyseformerne en værdi, afhængigt af hvor intuitive de var
for forsøgspersonerne. Et sådant projekt ville i vores øjne ikke kunne stå for
sig selv, men kunne bruges som et supplement til et projekt lig vores rapport.
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Ydermere er det vigtigt at understrege, at selvom Sfards arbejde for os vir-
kede som det mest brugbare, er dette ikke et udtømmeligt litteraturstudie,
og det kan derfor tænkes, at der er videnskabsteoretiske teorier der i lige så
høj grad vil kunne benyttes i arbejdet med kontinuitet. I det videre arbejde
med kontinuitet, mener vi, at det vigtigt at arbejde med en dualitet i stedet
for en dikotomi, netop som Sfard foreslår, idet man i stedet for at fokusere
på hvor forskellige enkelte aspekter af matematikken er, fokuserer på hvorle-
des indlæringsprocessen foregår. Netop at det operationelle går forud for det
strukturelle er vitalt for vores forståelse af, hvordan vi lærer indenfor ma-
tematikken. Vores arbejde har vist, at omend der er gode argumenter imod
at lære studerende ikke-standardanalyse, kunne det være interessant, og po-
tentielt brugbart at undersøge om der er dele af ikke-standardanalysen der
kan benyttes for at fremme vores evne til at forstå kontinuitetsbegrebet. En
vigtig grund til at vi ikke benytter os af ikke-standardanalyse, kunne tænkes
at være, at den intuitive gevinst man får ud af det, ikke vil opveje det enorme
arbejde, det ville være at omstrukturere matematikuddannelserne. Netop at
det operationelle går forud for det strukturelle er vitalt for vores forståelse
af, hvordan vi lærer indenfor matematikken. Vores arbejde har vist, at om-
end der er gode argumenter imod at lære studerende ikke-standardanalyse,
kunne det være interessant, og potentielt brugbart at undersøge om der er
dele af ikke-standardanalysen, der kan benyttes for at fremme vores evne til
at forstå kontinuitetsbegrebet. Dette er blot ét af de mange mulige projekter
man kunne skrive om ikke-standardanalyse.
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Kapitel 9
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